
2005年度統計力学 II 宿題 3 (4月 25日出題、5月 9日提出) 解答

担当 吉森 明

[問題 1.] ２原子分子の振動を調和振動子と仮定すると、１粒子のエネル
ギー固有値は、εn = (n + 1/2)h̄ω となる。１粒子の分配関数を求め、低温
で展開して比熱を求めなさい。

[解答] 離散的なエネルギー準位を持つ量子状態の分配関数は、

Z =
∑

n

σne
−βεn (1)

ここで、σnは、n番目のエネルギー固有値に対応した状態の縮退度、εnは、
そのエネルギー固有値を表す。
問題の調和振動子の場合は、どの固有状態も縮退はないので、σn = 1と

なり、εn = (n + 1/2)h̄ω を (1)式に代入すると、

Z =
∞∑

n=0

exp[−β(n +
1

2
)h̄ω] (2)

これは、無限等比級数なので計算できる (教科書 P60参照)が、今は低温で
展開するので、結果は書かない。
低温では、nの小さいところだけが効くので、

Z = exp[−1

2
βh̄ω] + exp[−3

2
βh̄ω] + . . . (3)

エネルギーは、

E = − ∂

∂β
ln Z (4)

= − ∂

∂β
ln

{
exp[−1

2
βh̄ω] + exp[−3

2
βh̄ω] + · · ·

}
(5)

= − ∂

∂β
ln

{
exp[−1

2
βh̄ω](1 + exp[−βh̄ω] + · · · )

}
(6)

= − ∂

∂β

{
−1

2
βh̄ω + ln(1 + exp[−βh̄ω] + · · · )

}
(7)
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小さい xに対して ln(1 + x) ≈ xを使って

= − ∂

∂β

{
−1

2
βh̄ω + exp[−βh̄ω] + · · ·

}
(8)

=
1

2
h̄ω + h̄ω exp[−βh̄ω] + · · · (9)

となるので、比熱は、

Cv =
∂E

∂T
(10)

(9)を代入して

=
∂

∂T

{
1

2
h̄ω + h̄ω exp[−βh̄ω] + · · ·

}
(11)

= h̄ω
∂

∂T
exp[−βh̄ω] + · · · (12)

= h̄ω
h̄ω

kBT 2
exp[−βh̄ω] + · · · (13)

[問題 2.]教科書演習問題 p131[1]のハミルトニアンで、異核２原子分子の
比熱を古典論で求めなさい。

[解答]分子 1個の回転を表す分配関数は、古典系の場合、

Z =

∫
drdp

h3
exp[−βH(r,p)] (14)

ここで、2個の核の位置を r1, r2 とすると、rは、r1 − r2 で定義される相
対座標と、pはそれと共役な運動量を表す。
普通の xyz 座標 (r,p)から一般化座標 {ql, pl; l = 1, 2, 3} の変数変換を

考える。

ql = ql(r,p) (15)

pl = pl(r,p) (16)
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解析力学から {ql, pl}が正準変数であれば、

drdp =
3∏

l

dqldpl (17)

だから、(14)式は、

Z =

∫ ∏3
l dqldpl

h3
exp[−βH({ql, pl})] (18)

と書き換えられる。
今の場合、{ql, pl} = {θ, φ, pθ, pφ} (r, pr は、回転には寄与しないので、
除いてある)だから、問題のハミルトニアンを代入すると、

Z =

∫
dθdφdpθdpφ

h2
exp[− β

2I

(
p2

θ +
p2

φ

sin2 θ

)
] (19)

pθ と pφ は、ガウス関数なので、積分できて

=

∫
dθdφ

h2

√
2πIkBT

√
2πIkBT sin θ (20)

被積分関数は、φによらないので、

=

∫
2πdθ

h2

√
2πIkBT

√
2πIkBT sin θ (21)

θの積分範囲は 0から π なので、

=
2π

h2

√
2πIkBT

√
2πIkBT × 2 (22)

=
8π2IkBT

h2
(23)

後の計算は、教科書 P217と同じ。
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