
2006年度統計力学 II 宿題 3 (4月 26日出題、5月 17日提出) 解答

担当 吉森 明

[問題 1.] 面積 Aの 2次元平面に閉じ込められた質量 mのフェルミ粒子に
対して、絶対零度でのフェルミエネルギー εF、エネルギー E を Aと粒子
数 N の関数として求めなさい。ただし、内部自由度は考えなくて良い。

[解答] 1粒子のハミルトニアンは、
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)
(1)

固有関数 φn(x, y)、固有値 εn とすると、

ĥφn(x, y) = εnφn(x, y) (2)

ただし、φn(x, y)は周期的境界条件

φn(x + L, y) = φn(x, y + L) = φn(x, y) (3)

を満たす。
その時、(2)式を解くと、

φn(x, y) =
1√
L2

eiknr εn =
h̄2

2m
|kn|2 (4)

ここで、

kn =
2π

L
n, (5)

ただし、n = (nx, ny)で、nx = 0,±1,±2 . . . , ny = 0,±1,±2 . . .

つまり、3次元の時と同じように波数で状態を特徴づけられることがわ
かる。そこで、kx を x軸に、ky を y 軸にしたの 2次元空間 (波数空間)を
考え、状態をその空間の中の点に対応させる。例えば、nx = 1, ny = 2の
状態は、(kx, ky) = (2π/L, 4π/L)の点に対応させる。
状態密度は、ε～ε + dεの状態の数だから、0～ε + dεの状態の数から 0～

εの状態の数を引けば良い。Σ(ε)を 0～εの状態とすると、

D(ε)dε = Σ(ε + dε)− Σ(ε) ≈ dΣ(ε)

dε
dε (6)
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したがって、

D(ε) =
dΣ(ε)

dε
(7)

Σ(ε)は、(h̄2/2m)|k2| ≤ εにある点を数えれば良いので、

Σ(ε) = 半径
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h̄2 の円の内側にある点 (状態)の数 (8)
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したがって、(7)式から

D(ε) =
mA

2πh̄2 (11)

ε によらない定数になる。ただし、(11) 式が成り立つのは ε ≥ 0 だけで、
ε < 0では、D(ε) = 0となる。
状態密度が計算できたので、教科書 (9.6)、(9.7)式に代入して、絶対零

度である事を考慮し、(9.11)式を使うと、
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(13)

したがって、

εF =
2πh̄2

mA
N (14)

E =
1

2
NεF =

πh̄2

mA
N2 (15)

[問題 2.]教科書演習問題 p143[1]を解きなさい。

[解答]略。教科書 P219の演習問題解答を見て下さい。

2


