
2008年度統計力学 II 宿題 10 (6月 25日出題、7月 3日提出) 解答 (訂正)

担当 吉森 明

[問題 1.]異核 2原子分子 1個の分配関数が Z1 = ZGjrotZs の時、1分子あたりの比熱が

Cv = Cv,G + CV,rot + CV,S となることを示し、(8.12)を導け。添字の G,rot,Sは重心、

回転、スピンを表す。また x ¿ 1で ln(1 + x) ' xを使え。

[解答](実際の解答にはここまで計算を丁寧に書かなくて良い。)

訂正 (3)式に間違いがありました。お詫びして訂正致します。申し訳ありませんでした。

3項目の N が余分です。正しくは、

= − ∂

∂β
lnZG − ∂

∂β
ln jrot(T )− ∂

∂β
lnZS

です。

教科書 P55(4.17)式から

E = − ∂

∂β
lnZ1 (1)

ここで、β = 1/(kBT )とした。Z1 = ZGjrot(T )ZS だから

E = − ∂

∂β
ln(ZGjrot(T )ZS) (2)

対数の公式から、

= − ∂

∂β
lnZG − ∂

∂β
ln jrot(T )−N

∂

∂β
lnZS (3)

εG ≡ − ∂
∂β lnZG、εrot ≡ − ∂

∂β ln jrot(T )、εS ≡ − ∂
∂β lnZS とすると、

= εG + εrot + εS (4)

これは、エネルギーが 3つの自由度の寄与の和で書ける事を表している。

一方、比熱は、P9の (1.30)式

Cv =
(

∂E

∂T

)

V

(5)
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(4)式を代入すると、

=
∂εG

∂T
+

∂εrot

∂T
+

∂εS

∂T
(6)

CV G = ∂εG/∂T、CV rot = ∂εrot/∂T、CV S = ∂εS/∂T とすれば、答えが示せる。

(8.12)式は、Θ = h̄2/(2IkB)とすると、

jrot(T ) =
∞∑

J=0

(2J + 1) exp[−J(J + 1)
Θ
T

] (7)

ここで、T << Θを考えると、J の大きい項は無視できる (問題 2参照)。

J > 1を無視すると、

jrot(T ) = 1 + 3 exp[−2
Θ
T

] (8)

(1)式から、

εrot = − ∂

∂β
ln j(T ) (9)

= − ∂

∂β
ln

(
1 + 3 exp[−2

Θ
T

]
)

(10)

x << 1の時の公式 ln(1 + x) = x + · · · から、

= − ∂

∂β

(
3 exp[−2

Θ
T

] + · · ·
)

(11)

= − ∂

∂β
(3 exp[−2βkBΘ] + · · · ) (12)

= 6kBΘexp[−2βkBΘ] + · · · (13)

(5)式から、

CV rot = N
∂εrot

∂T
(14)

= N
∂

∂T
(6kBΘexp[−2βkBΘ] + · · · ) (15)

= N
∂

∂T

(
6kBΘexp[−2

Θ
T

] + · · ·
)

(16)

= 6NkBΘ
2Θ
T 2

e−2Θ/T + · · · (17)

(8.12)式が導ける。
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[問題 2.] 低温のとき (8.5)の大きい Jの項は無視できることを示せ。

[解答] (7)式で T << Θを考える。

Θ
T

>> 1だから、X ≡ exp[−Θ
T

]は、小さい。つまり、X << 1 (18)

exp[−J(J + 1)
Θ
T

] = XJ(J+1)で、今、X << 1だから、 (19)

XJ(J+1)は、J が大きいほど小さい。 (20)

つまり、T << Θの時は、J の大きい項は無視できる。
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