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担当 吉森 明

[問題 1.]相対論的効果が大きい時、εl = ch̄|~k(~l)|となる。~k(~l)は前回の授業
と同じ意味。cを光速として D(ε)を求め εF を計算しなさい。また T = 0

の E を粒子数 N と εF で表せ。(内部自由度なし)

[解答] この場合も授業で説明したのと同じ様に波数 ~k(~l)で 1粒子固有関数
は特徴づけられる。したがって、やはり波数空間を考えて、1つのエネル
ギー固有状態を波数空間の 1点に対応させる。

D(ε)∆εは、εから ε + ∆εにある準位の数だから、０から εにある準位
の数を N(ε)とすると (記号は似ているけれど、粒子数 N との違いに注意)

D(ε)∆ε = N(ε + ∆ε)−N(ε) ≈ dN(ε)

dε
∆ε (1)

N(ε)は、授業と同じ様に波数空間の球の中に入っている点の数を数えれ
ば良い。しかし、今回は半径が違って、数えるべき点は ch̄|~k| ≤ εを満たす
点だから、半径は ε/ch̄となる。この球の体積を点の間隔の 3乗で割れば、
N(ε)を計算できる。点の間隔は前と同じ 2π/Lだから
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したがって、

D(ε) =
dN(ε)

dε
=
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)
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ただし、ε < 0で D(ε) = 0となる。
フェルミエネルギー εF は、N =

∑
l 〈nl〉 から準位が密に詰まってい

る時、

N =

∫ ∞

−∞
D(ε)f(ε)dε (4)
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f(ε) はフェルミの分布関数を表す。D(ε) が自由粒子に限らず一般的な場
合を考えて、積分の加減を −∞にした。T = 0では、f(ε)は階段関数にな
るので、

N =

∫ εF

−∞
D(ε)dε (5)

(3)式と ε < 0で D(ε) = 0となることを考慮すると、

N =

∫ εF

0

V

2π2(ch̄)3
ε2dε (6)

=
V

2π2(ch̄)3

ε3
F

3
(7)

εF について解けば、

εF =

{
6π2(ch̄)3N

V

}1/3

(8)

エネルギーも同様に、

E =

∫ ∞

−∞
εD(ε)f(ε)dε (9)

f(ε)に階段関数を代入して、

E =

∫ εF

−∞
εD(ε)dε (10)

D(ε)を代入して、

E =
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(7)式から

E =
3

4
NεF (13)
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[問題 2.] 授業と同じ設定 (εl = h̄2|~k(~l)|2/2m 内部自由度あり:g)で低い準
位から順に粒子をつめ、N 個の粒子をつめた時の最大の波数 (絶対値)kF

を求めよ。*1

[解答] まず、半径 kF の球内の状態数を数える。これは授業で説明したの
と同じで、内部自由度を考えると、

状態数 =半径 kFの球の内側にある点の数× g (14)

= g
球の体積
(間隔)2

(15)

= g
4π
3

k3
F(
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)3 (16)

L3 = V だから

= g
4π

3
k3
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これが N に等しいので、kF について解くと

kF =

(
6π2 N

gV

)1/3

(18)

kF はフェルミ波数と呼ばれる。

*1条件として T = 0を書き忘れました。お詫びして訂正致します。
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