
2015年度 統計力学 II 宿題 1 (4月 16日出題、23日提出) 解答

担当: 吉森 明

[問題 1.]粒子数を N、質量をm、i番目の粒子の運動量を pi として、今ハ
ミルトニアン H が

H =
N∑
i

|pi|2
2m

(1)

と書けている古典系について

(a) 温度 T、体積 V、N が与えられている時、カノニカル分布から分配
関数

(b) 温度 T、体積 V、化学ポテンシャル µが与えられている時、グランド
カノニカル分布から大分配関数

を求めなさい。

[解答] (a) カノニカル分布

分配関数 Z = Z(T, V, N)の公式に問題の H を代入すると、

Z =
1

N !

1

h3N

∫
. . .

∫
dx1 . . . dpNz exp[−β

N∑
i

1

2m
|pi|2] (2)

=
1

N !

1

h3N

∏
i

∫
. . .

∫
dxi . . . dpiz exp[−β

1

2m
|pi|2] (3)

=
1

N !

(
1

h3

∫
. . .

∫
dx . . . dpz exp[−β

1

2m
(p2

x + p2
y + p2

z)]

)N

(4)

=
1

N !
ZN

1 (5)

ここで、Z1 は、1粒子の分配関数で、

Z1 =
1

h3

∫
. . .

∫
dx . . . dpz exp[−β

1

2m
(p2

x + p2
y + p2

z)] (6)
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座標に関する積分は体積を与えるので、

=
1

h3
V

∫
. . .

∫
dpxdpydpz exp[−β

1

2m
(p2

x + p2
y + p2

z)] (7)

=
1

h3
V

(∫
dp exp[−β

1

2m
p2]

)3

(8)

運動量の積分は、ガウス積分の公式を使うと、

=
1

h3
V

(√
2πm

β

)3

=
V (2πmkBT )3/2

h3
(9)

(5)式に代入すると、

Z =
1

N !

{
V (2πmkBT )3/2

h3

}N

(10)

(b) グランドカノニカル分布

(5) 式をグランドカノニカル分布の公式に代入すると、大分配関数
Ξ = Ξ(T, V, µ)は、

Ξ =
∑
N

zNZ(T, V, N) (11)

=
∑
N

zN 1

N !
ZN

1 (12)

=
∑
N

1

N !
(zZ1)

N (13)

指数関数の展開公式 ex =
∑

n xn/n!を使うと、

= exp[zZ1] (14)

[問題 2.] (1)式のハミルトニアンでカノニカル分布の分配関数からヘルム
ホルツの自由エネルギーを導きなさい。また、グランドカノニカル分布の
大分配関数 Ξから J = −kBT ln Ξを計算し、それからヘルムホルツの自由
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エネルギーを導くことにより両者を比較しなさい。特に N が大きい時一
致する事を示せ。

[解答] カノニカル分布の分配関数からヘルムホルツの自由エネルギー F を
計算するには、

F = −kBT ln Z (15)

(10)式を代入すると、

F = −kBT ln
1

N !

{
V (2πmkBT )3/2

h3

}N

(16)

Z1 を使うと

= −kBT ln
1

N !
ZN

1 (17)

= kBT ln N !− kBTN ln Z1 (18)

一方、グランドカノニカル分布の大分配関数からは、

N =

(
∂kBT ln Ξ

∂µ

)

T,V

(19)

なので、(14)式から

N =

(
∂kBTzZ1

∂µ

)

T,V

(20)

z = eβµから、

=

(
∂kBTeβµZ1

∂µ

)

T,V

(21)

= eβµZ1 (22)

µについて解くと

µ = kBT ln
N

Z1

(23)
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z になおすと、

z = eβµ =
N

Z1

(24)

J = −kBT ln Ξに (14)式を代入すると、

J = −kBT ln exp[zZ1] (25)

= −kBTzZ1 (26)

F = J + µN だから、

F = −kBTzZ1 + µN (27)

z と µに (24)式と (23)式を代入すると

= −kBT
N

Z1

Z1 + kBTN ln
N

Z1

(28)

= −kBTN + kBTN ln N − kBTN ln Z1 (29)

これは、N が大きい時、スターリングの公式を使うと、(18)式と一致する
ことがわかる。
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